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1 パターン認識とは 
パターン … 文字･図形･画像･物体（３次元映像）･動画･音声･文の構造パターン 
 
パターン認識 … 観測データから、それが予め想定されている対象のうちのいずれで

あるかを判定すること。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 アルファベット文字認識 
 
 
 
 
 
 
アルファベット a～z 26 種類 
  A～Z 26 種類  62 種類 bit95.562log2 =  
  0～9 10 種類 
 
与えられた源情報から判定に必要となる情報を保存したままでいかに情報を圧縮
するかが重要 
 
 

2 ベイズの識別規則 
2.1 ベイズの定理（復習） 
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2.2 ベイズの識別規則 
入力（観測）パターン … ),,,( 21 rxxxX L

r
 r 個の観測データ 

入力パターンを、クラス１ )( 1ω あるいはクラス２ )( 2ω のいずれに属するかを判定
したい。 
 

)|( XP i
r

ω … 観測パターン X
r
が与えられたとき、そのパターンがクラス i )( iω に属する

確率 
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XP ii
i r

r
r ωω

ω =  ← この確率が最大となる iω を認識結果とすればよい。 

ここで、分母 )(XP
r
は、クラスによらず一定なので、分子 )|()( ii XPP ωω

r
が最大となる

観測 
データ 前処理 特徴抽出 識別判定 認識出力 

（カテゴリ分類）
雑音除去 
正規化など 

KL変換 
判別分析など 

ベイズ識別器 
ニューラルネットワー

クなど 

例 

40 ドット 

50 
ドット 各点 5bitの濃淡 

40 ドット×50 ドット×5 bit = 10 kbit 
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iω を認識結果とすればよい。 
すなわち、 

)|()()|()( 2211 ωωωω XPPXPP
rr

≥  ならば 1ω∈X
r

（ X
r
は 1ω に属する）と判定。 

)|()()|()( 2211 ωωωω XPPXPP
rr

<  ならば 2ω∈X
r

（ X
r
は 2ω に属する）と判定。 

言い換えると、ベイズの識別規則は以下のようになる。 
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 下表のような統計情報が得られている。 
        （１００人中） 

1X ：熱 なし（ 01 =x ） あり（ 11 =x ） 

2X ：せき 出ない
（ 02 =x ） 

出る（ 12 =x ） 出ない
（ 02 =x ） 

出る（ 12 =x ） 

1ω ：健康 50 人 10 人 5 人 5 人 

2ω ：病気 2 人 3 人 20 人 5 人 
 

)1,0(),( 2121 ==== xxXXX
r

が与えられているとき、 1ω （健康）か 2ω （病気）かをベイ
ズの識別規則を用いて、判定せよ。 
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2.3 離散分布の識別関数 
観測パターン t

rXXXX ),,,( 21 L
r

= において、値 0,1 をとる rXXX ,,, 21 L が統計的に
独立であるとき、ベイズの識別規則は線形識別関数（ rXXX ,,, 21 L の１次関数）にな
る。 
【証明】ベイズの識別規則では、 

)|()()|()( 2211 ωωωω XPPXPP
rr

≥  → 1ω∈X
r

 
と判定する。この不等式の両辺を対数化する（log をとる）と、 
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となる。よって、左辺を )(Xg
r
と定義すれば、ベイズの識別規則は以下のように書き

直せる。 
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ここで rXXX ,,, 21 L が統計的に独立ならば次式が成り立つ。 

例 
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ここで、 }1,0{=kX のとき、 
kk X

ik
X

ikik PPXP )|1()|0()|( 1 ωωω −=  
となる。ただし、 )|0()|0( ikik XPP ωω =≡ 、 )|1()|1( ikik XPP ωω =≡ とした。 

なぜなら、 0=kX のとき、 )|0()|1()|0(),|0( 001
ikikikik PPPP ωωωω === −右辺左辺  

1=kX のとき、 )|1()|1()|0(),|1( 111
ikikikik PPPP ωωωω === −右辺左辺  

よって、 

rr

r

k
k
k
k
k

k
r

k k
k

r

k k
k

k
k
k

k

r

k
X

k
X

k

X
k

X
k

XwXwXww

P
P
P
P

X
P
P

P
P

P
P

P
P

X
P
P

X

P
P

PP

PP
Xg

kk

kk

++++=

++=

+








+−=

+=

∑∑

∑

∑

==

=

=
−

−

L

r

22110

1
2
1
2
1

1 2
1

2
1

2
1

1 2
1

2
1

2
1

1 2
1

2

1
1

1

)|0(
)|0(
)|1(
)|1(

log
)|0(
)|0(

log
)(
)(

log

)(
)(

log
)|1(
)|1(

log
)|0(
)|0(

log)1(

)(
)(

log
)|1()|0(

)|1()|0(
log)(

ω
ω
ω
ω

ω
ω

ω
ω

ω
ω

ω
ω

ω
ω

ω
ω

ωω

ωω

 

 
 X の１次式 → 線形識別関数 
 
2.4 連続分布の識別関数 

観測パターン



















=

rX

X
X

X
M

r 2

1

において、各属性 kX が任意の実数をとり、観測パターン X
r
が

パターンクラス 21 ,ωω のいずれかに属する場合も、離散分布の場合と同様にベイズの
識別規則は以下のようになる。 
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または、 
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クラス内のパターン分布が共分散行列の等しい正規分布に従うとき、

ベイズの識別規則は線形識別関数になる。（証明は教科書 P.9） 
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22110)(  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.5 正規分布 
(1) 1次元正規分布 

平均

分散
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(2) ２次元正規分布 
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(3) ｎ次元正規分布 

共分散行列:
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定理

クラス
１（ 1ω ）クラス

２（ 2ω ）

1X
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(4) 正規分布の例 
(a)平均 5.0, 分散 1.0 の正規分布 
[c:¥tmp¥norm.gp] 
s1=1.0 
m1=5.0 
set grid 
plot [0:10] exp(-0.5*((x-m1)/s1)**2.0)/((2*pi)**(0.5)*s1) 
 
gnuplot> cd "c:¥tmp" 
gnuplot> load "norm.gp" 

 
 
 

(b)平均 







5
5
, 共分散行列 







=Σ
5.00

00.1
の正規分布 

m1=5.0 
m2=5.0 
s1=1.0 
s2=0.5 
set grid 
set ticslevel 0 
set hidden3d 
set isosamples 50 
splot [0:10][0:10][0:0.5] exp(-0.5*((x-m1)**2.0/s1+(y-m2)**2.0/s2))/(2.0*pi*(s1*s2)**0.5) 
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(c) 平均 







5
5
, 共分散行列 







=Σ
5.00

00.1
の正規分布を４５度回転 

平均 







5
5
, 共分散行列 








=Σ

75.025.0
25.075.0
, 








−

−
=Σ−

5.15.0
5.05.11 の正規分布 

m1=5.0 
m2=5.0 
s1=1.0 
s2=0.5 
th=45 
 
det=(s1*s2)**0.5 
s1=1.0/s1 
s2=1.0/s2 
th=th*pi/180.0 
s=sin(th) 
c=cos(th) 
d1=s1*c*c+s2*s*s 
d2=2.0*(s1-s2)*c*s 
d3=s1*s*s+s2*c*c 
print d1 
print d2*0.5 
print d3 
 
set grid 
set ticslevel 0 
set hidden3d 
set isosamples 50 
splot [0:10][0:10][0:0.5] exp(-0.5*(d1*(x-m1)**2 
                                          +d2*(x-m1)*(y-m2) 
                                          +d3*(y-m2)**2))/(2*pi*det) 
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3 ニューラルネットワーク 
3.1 人工ニューラルネットワーク 

神経細胞（ニューロン）の模式図 
 

 
 
                                                           人工ニューラル 

ネットワーク 
ニューロンが興奮しているとき   → 電気パルスは密 ←→      出力が大きい 
ニューロンが興奮していないとき → 電気パルスは疎 ←→      出力が小さい 
 
別のニューロンの興奮度をどの程度伝えるか  ←→      重み 
（シナプスでの Na, Kイオン濃度によって調整） 大きい → 良く伝える 
       小さい → あまり伝えない 
 
【人工ニューラルネットワークのモデル】 
入力１ 1x   
入力２ 2x   
          M  
入力ｎ nx   
 
 
ヤリイカのニューロンによる実験結果  人工ニューラルネットワークで 

よく使われる関数（シグモイド関数） 
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

重み 
1w  

2w

nw
出 力
ユニット

出力 yは、入力 nxx ,,1 L  及び 重
み nww ,,1 L で決まる。 

),,,,,( 11 nn wwxxfy LL=  

出力 
y  

入 力

∑
=

=+++=

−+
=

n

i
iinn xwxwxwxwx

x
xf

1
2211

)exp(1
1)(

L

 

入力 x  

出力 
y  
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3.2 階層型モデル 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
１番目の隠れユニットの出力 )( 12211111 nn xwxwxwfy +++= L  
j番目の隠れユニットの出力 )( 2211 nnjjjj xwxwxwfy +++= L  

出力 )( 12211111 nn yvyvyvfz +++= L  
 
ニューラルネットワークの学習ニューラルネットワークの学習ニューラルネットワークの学習ニューラルネットワークの学習…ある入力に対して望ましい値が出力されるように

重み 1, jij vw を決める。 

多数の例を用意 → 重みを学習 
 入力        出力  望ましい出力 
例１ →12111 nxxx L  11z  … 1d  
例２ →22212 nxxx L  12z  … 2d  
    M 
例 c →22212 nxxx L  cz1  … cd  
    M 
例 N →nNNN xxx L21  Nz1  … Nd  
 
出力と望ましい出力がなるべく近くなるように重みを決めればよい。どの程度出力と
望ましい出力が近いかを表すために次式でエラー（誤差）を定義する。 

 ∑
=

−≡
N

c
cc dzE

1

2
1 )(

2
1

エラー（誤差）  

 出力と望ましい出力の差の２乗和をエラーと定義 
  ↓ 
 重み 1, jij vw を変化させてエラー Eを最小化すればよい。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

重み 
11w  21w  

1nw  

1y入力 
 1x  
 
 2x  
 
  M  
 
 nx  
 

jy

my

重み 
11v  

1jv  

1mv

1z  

)(tw  
現在の重み 

ある重みw

傾き
w
E

∂
∂ （正）

  
)1( +tw  

次の重み 

E
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傾き
w
E

∂
∂ が正のとき 

w
Etwtw

∂
∂−=+ ε)()1(  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

傾き
w
E

∂
∂ が負のとき 

w
Etwtw

∂
∂−=+ ε)()1(  

 
 
 
 
 

重みの単位時間当たりの変化分 
w
Etwtw

∂
∂−=−+ ε)()1(  

w
E

dt
dw

∂
∂−= ε  

 
【定理】次式を満たせば、エラー Eは時間 tに対して非増加である。 


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1
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w
E

dt
dw
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v
E

dt
dv
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ij
j

j

LL
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ε
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（証明）エラー Eは重み 1, jij vw の関数なので 
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∑∑∑
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m
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E
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E

v
E

v
E

w
E

w
E

dt
dv

v
E

dt
dw

w
E

dt
dE

ε
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新しい重
み（負の方
向へ移動）

現在の
重み 

傾 き

比例定数 

  )(tw
現在の重み 

ある重みw

傾き
w
E

∂
∂ （負）

  
)1( +tw  

次の重み 

新しい重
み（正の方
向へ移動）

現在の
重み 

傾 き

比例定数 

E
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3.3 バックプロパゲーション 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
階層型ニューラルネットの学習法として、 D.E.Rumelhart らによる 

back-propagation 学習手続きを説明する。第 0層を入力層、第 1層～第 n層を中間
層、第 n+1 層を出力層とし、第 n 層 i番目のユニットを )(n

iu と呼ぶことにする。ユニ
ット )(n

iu からユニット )1( +n
ju への接続における重みを )(n

ijw 、ユニット )(n
iu の出力を )(n

iy と

したとき、ユニット )1( +n
ju への総入力 )1( +n

jx 、ユニット )1( +n
ju の出力 )1( +n

jy を次式のように定

義する。 
∑=+

i

n
ij

n
i

n
j wyx )()()1(         (1) 

 
)exp(1

1
)1(

)1(
+

+

−+
= n

j

n
j x

y        (2) 

ある望ましい入力・出力の組 cについて ユニット )1( +n
ju における実際の出力を )1( +n

jcy 、望

ましい出力を jcd としたとき、エラー Eを次式で定義する。 
 ∑∑ −= +

c j
jc

n
jc dyE 2)1( )(

2
1        (3) 

このエラーが小さいほど有効なネットワークが作成されたことにする。学習は出力層

から入力層へ向かって逆方向に進む。各重み wについて ∆w = − ε ∂
∂
E
w
を求めれば、重

み変化∆wを次式のように決定できる。 
∆w = − ε ∂

∂
E
w

                        (4) 

ここでεは重み変化の度合いを決める係数である。 
第 n層から第 n+1層への重みについて、(4)式の

w
E

∂
∂ は、以下のように計算される。 

まず(3)式より、エラー Eは )1( +n
jcy の関数である。また(2)式より )1( +n

jcy は )1( +n
jcx の関数なの

で、エラー Eは )1( +n
jcx の関数である。よって、 

=
)(n

ijw
E

∂
∂ ∑∑ +

m
n

mcc x
E

)1(∂
∂

)(

)1(

n
ij

n
mc

w
x
∂
∂ +

            (5) 

となる。(1)式より )1( +n
mcx の式にはwmi

n( )しか含まれていない。よって、
)(

)1(

n
ij

n
mc

w
x
∂
∂ +

は jm = のと

き )(n
icy 、それ以外のときは 0なので、 

)(
)1()(

)1(

)1()(
n

ic
c

n
jc

n
ij

n
mc

c
n

jc
n

ji

y
x

E
w

x
x

E
w

E ∑∑ +

+

+
==

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂     (6) 

(第0層)
入力層 
 
 1x  
 
 2x  
 
  M  
 
 nx  
 

重み 
)(

1
n
jw  
)(n

ijw  
出力 )1( +n

jy  

(第 1−n 層) 
(第 1層) 
中間層 

(第 n層) 
(第２層) 
中間層 

(第 1+n 層) 
(第３層) 
出力層 

ユニット )1( +n
ju  

)1( −n
ky

)(
1

ny  

)(n
iy

)(n
iu

)1( −n
kiw  
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となる。(2)式より )1( +n
jcx は )1( +n

jcy と 1対 1に対応するので、 =
+ )1(n

jcx
E

∂
∂

)1(

)1(

)1( +

+

+ n
jc

n
jc

n
jc dx

dy

y
E

∂
∂ となる。

さらに(2),(3)式より 
=

+ )1(n
jcx
E

∂
∂ )1()( )1()1()1( +++ −− n

jc
n
jcjc

n
jc yydy       (7) 

なので、
)(n

jiw
E

∂
∂ が次式のように求まる。 

 )()1()1()1(
)(

)1()( n
ic

n
jc

n
jcjc

n
jcn

ji

yyydy
w

E +++ −−=
∂

∂      (8) 

第 n-1 層から第 n 層への重みについて(4)式の ∂
∂
E
w
は以下のように計算される。(3)

式より、エラー Eは )1( +n
jcy の関数、(2)式より )1( +n

jcy は )1( +n
jcx の関数、(1)式より )1( +n

jcx は )(n
icy

の関数、(2)式より )(n
icy は )(n

icx の関数である。よって、エラー Eは )(n
icx の関数であるので、 

)1(

)(

)()1( −− ∑∑=
n

ki

n
mc

m
n

mcc
n

ki w
x

x
E

w
E

∂
∂

∂
∂

∂
∂       (9) 

となる。(1)式より )(n
mcx の式には )(n

miw しか含まれていない。よって、
)1(

)(

−n
ki

n
mc

w
x

∂
∂ は im = のと

き )1( −n
kcy 、それ以外のときは 0なので、 

)1(
)()1(

)(

)()1(
−

−− ∑∑ == n
kc

c
n

icc
n

ki

n
ic

n
ic

n
ki

y
x
E

w
x

x
E

w
E

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂      (10) 

となる。(2)式より )(n
icx は )(n

icy と 1対 1に対応するので次式のように変形できる。 
)1(

)(

)(

)()1(
−

− ∑= n
kc

c
n

ic

n
ic

n
ic

n
ki

y
dx
dy

y
E

w
E

∂
∂

∂
∂       (11) 

 (2),(3)式より 
      )1()()(

)()1(
)1( −

− ∑ −= n
kc

c

n
i

n
icn

ic
n

ki

yyy
y
E

w
E

∂
∂

∂
∂  

          )1()()(
)(

)1(

)1(
)1( −

+

+∑ ∑ −












= n

kc
c

n
i

n
ic

j
n

ic

n
jc

n
jc

yyy
y

x

x
E

∂

∂

∂
∂  

          )1()()()(
)1(

)1( −
+∑ ∑ −













= n

kc
c

n
i

n
ic

j

n
ijn

jc

yyyw
x

E
∂

∂       (12) 

となる。ここで、
)1( +n

jcx
E

∂
∂ は、前段階の(7)式で求まっている。このように１つ後段(出

力側 )の結果を利用しながら、入力側に向けて学習が進むため、逆伝搬
(back-propagation)学習と呼ばれている。 
以上のように ∂

∂
E
w
を求めることができ、(4)式より重み変化∆wが計算される。この

方法は簡単であり、並列計算が可能である。この簡単さと並列計算の可能性をいかし
つつ学習時間を短縮するため、指数的減衰係数αを導入して(4)式を次式のように変更
する。これによってネットワークは継続して入力するベクトルに対して似た表現を使
用するようになり、学習時間が短縮される。 

)(tw∆ = )1(
)(

−∆+− tw
tw

E
　α

∂
∂ε                        (13) 
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4 DPマッチング（動的計画法） 
4.1 パターンの長さが同じもの同士の比較 
例えば、 
 パターン１ 1x  2x  3x  
  b  b  b  
 パターン２ 1y  2y  3y  
とすれば、パターン 1とパターン 2との間の距離を 

 パターン 1とパターン 2との間の距離 2
33

2
22

2
11 )()()( yxyxyx −+−+−=  

と定義できる。 
 
4.2 パターンの長さが異なるもの同士の比較 
例えば、 
 パターン A  1a  2a  3a  4a  5a  
 パターン B  1b  2b  3b  4b  5b  6b  
とすれば、パターン Aとパターン Bとの間の距離を ),( BAD で表したとき、以下の関
係を満たす必要がある。 

• 0),( ≥BAD  
• パターン Aとパターン Bが類似している ↔ ),( BAD の値が小さい 
 
以上の関係を満たす一例としてパターン Bの長さをパターン Aの長さに合わせて、
4.14.14.14.1 節と同様にパターン Aとパターン Bとの間の距離を ),( BAD を求めてみる。 
 
 パターンB  1b  2b  3b  4b  5b  6b  長さ６ 

 対応 )(iw   1  1  2  3  6    ↓  )(' iwi bb =  

 )(iwb  1b  1b  2b  3b  6b   長さ５ 

 パターン 'B  '1b  '2b  '3b  '4b  '5b   長さ５ 

  b  b  b  b  b  

 パターン A  1a  2a  3a  4a  5a   長さ５ )(I  
 
パターン Aとパターン Bとの対応 )(iw が与えられているときのパターン間距離

);,( wBAD を、 

 ∑∑
==

=≡
I

i
iwi

I

i
ii badbadwBAD

1
)(

1
),()',();,(  

と定義できる。ここで、 )',( ii bad は、 ia と 'ib の距離、 I はパターン Aの長さを表す。 
 
パターン Aとパターン Bとの対応 )(iw が不明のとき、パターン Aとパターン Bとの
パターン間距離 ),( BAD を 

);,(),( min wBADBAD
w

≡  

と定義できる。すなわち、全ての対応wの中で最も距離が小さくなるときの距離をパ
ターン Aとパターン Bとのパターン間距離 ),( BAD と定義する。 
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しかし、計算量が非常に大きい。パターン Aの長さを I 、パターン Bの長さを Jと
したとき、加算及び比較回数は以下のようになる。 










−
−−

−+=

−−
−+−=

1
)!1()!2(

)!3( 

)!1()!2(
)!3()1(

JI
JI

JI
JII

比較回数

加算回数
 

例えば、 35,25 == JI のとき、加算 17102.1 × 回、比較 15103.5 × 回となる。１秒間に 1010
回の加算が実行できる超高速計算機をもってしても、加算だけで 7102.1 × 秒（約 139
日）を要する。 
 
4.3 DPマッチング 
Dynamic Programing … 既に計算した途中結果をうまく再利用して効率的に計算する

方法（漸化式、再帰を利用） 
 
4.24.24.24.2 節のパターン Aとパターン Bとの対応 )(iw を図示すると以下のようになる。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
パターン Aとパターン Bとの対応wが与えられたとき、 )1,1( から ),( ji まで累積距離を 

 ∑
=

≡
i

k
kwk badwjig

1
)( ),();,(  

と定義する。また、 )1,1( から ),( ji まで最小の累積距離を 
);,(),( min wjigjig

w
≡  

と定義できる。ここで、 ),( JIg は、 )1,1( から ),( JI までの最小の累積距離であるから、
パターン Aとパターン Bとのパターン間距離 ),( BAD と等しい。 
 ),(),( JIgBAD =  
よって、 ),( JIg を漸化式を用いて効率的に求めることにする。 

• 1=i のとき 
),()1,1( 11 badg =  

• 2=i のとき、 Jj ,,2,1 L= について 
),()1,1(),(),(),2( 2211 jj badgbadbadjg +=+=  

• Ii ,,4,3 L= のとき、 Jj ,,2,1 L= について 
{ } ),(),1(,),2,1(),1,1(min),( ji badjigigigjig +−−−= L  

2b
3b

1b

4b
5b
6b

1a 2a 3a 4a 5a
)(iw 1 1 2 3 6対応 
パターン A（長さ I ） 

パ
タ
ー
ン
B
（
長
さ
J
）

),( JI

単調増加関数（時間
は逆戻りできない） 

j

i

),( ji
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 これは、 ),1( jig − から ),( jig を求める漸化式になっている。 
以上の方法の計算量は以下のようになる。 





−−=
−=

2/)1)(1( 
)1(

JJI
JI

比較回数
加算回数

 

例えば、 35,25 == JI のとき、加算840回、比較 280,14 回となる。１秒間に 1010 回の
加算が実行できる計算機なら、 8104.8 −× 秒（84 ns）で計算が終了する。 
 
4.4 傾斜制限 
場合によっては、あまり極端な対応（伸縮）をしない方がよい。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 傾斜制限しない場合  傾斜制限した場合 
 
4.5 対称な対応 
 
 
 
 
 
 
 
 
    非対称な対応   対称な対応 
 ),(),( ABDBAD ≠   ),(),( ABDBAD =  
 
 
 

j

i

),( ji

j

i

),( ji

j

i

),( ji

j

i

),( ji
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4.6 脱落と挿入（教科書 P.100参照） 

パターン A  =  a0   a1  a2  ……  aI   (長さ I+1)  
               α 0   α1   α 2  ……  αK   (長さ K+1) 
      (K+1)個に長さをあわせる 
               β0   β1  β2  ……  βK   (長さ K+1)  
パターン B  =  b0   b1   b2  ……  bJ   (長さ J+1) 
 
P.99の例の場合 
 
A  =   a0   a1  a2   a3   a4   a5  

)( kPα ＝a0   a0
*  a1  a2   a3   a3

*   a3
*   a4   a5  

0P   P1   P2   P3   P4   P5   P6   P7   P8    
)( kPβ ＝b0   b1   b2   b2

*   b3   b4   b5   b6   b6
*  

B  =   b0   b1   b2   b3   b4   b5   b6  
 
上の例ではパターン Aが長さ６、パ
ターン Bが長さ７である。パターン A
を )( kPα 、パターン B を )( kPβ のよう
に変更すると､両パターンとも長さ９
となり、パターン間距離を求めること
ができる。ここでPk = (i(k), j(k))は、両
パターンのｋ番目の対応点で、 )(kia と

)(kjb が対応することを示している。以

上の対応は、右図のようにも表せる。 
上の例では一つのa0に２つのb0   b1   
を対応させている。しかし、パターン
によっては、a0とb0が対応し､ b1  に対
応するものが脱落していると考える方
が自然な場合がある。脱落していると
考えられる所を＊で表してみると、 

 
)( kPα ＝ a0   ＊  a1  a2   a3   ＊  ＊  a4   a5  
)( kPβ ＝ b0   b1   b2   ＊  b3   b4   b5   b6   ＊ 

 
となる。ここで、 
    )(kia     i(k) = i(k − 1) +1のとき 

≡)( kPα    
    *   i(k) = i(k − 1)  のとき 

 
)(kjb    j(k) = j(k −1) +1のとき 

 ≡)( kPβ   
     *    j(k) = j(k −1)のとき 
 
である。よって、 
 

 方向に移動している時

方向に移動している時 

 方向に移動している時 

方向に移動している時 

b6

 
b5  
 
b4  
 
b3  
 
b2  
 
b1  
 
b0  

 a0     a1    a2   a3     a4     a5

Ｂ 

（
長
さ
７
）

A  （長さ６） 

0P

1P

2P 3P

4P

5P

6P

7P 8P
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∑
=

≡
K

k
kk

p
PpdBAD

k 0
))(),((min),( βα  

(計算方法) 
①  g(0,0) = d(a0 ,b0)  
 ,*)()0,1()0,( iadigig +−=   →方向（i=1,2,…,I） 
② g(0, j) = g(0, j −1) + d(*,bj )  ↑方向（j=1,2,…,J） 

 g(i − 1, j) + d(ai ,*)  
③ g(i,j)=min ),()1,1( ji badjig +−−  
        )(*,)1,( jbdjig +−  
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5 HMM（Hidden Markov Model) 
5.1 HMMを用いたパターン認識例 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
（本節の目標） 

• HMMとは何か 
• 出力確率の計算方法 
• 各 HMMの学習法 

 
5.2 マルコフモデル 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

時系列、 
アミノ酸系列 
など 

ウサギの
HMM

与えられた系列がウサギ 
のものである確率 (0.2) 

与えられた系列が人の 
ものである確率 (0.3) 

与えられた系列がジャガ

イモのものである確率
(0.8)

与えられた系列がミドリ

ムシのものである確率
(0.4) 
与えられた系列がクロ

バエのものである確率
(0.5) 

最大の確率

のモデルを

認識結果と

する 

人の 
HMM 

ジャガイモ
のHMM 

ミドリムシ 
のHMM

クロバエの
HMM 

初期確率π1…時刻１の状態が 1s である確率 
        π２…時刻１の状態が 2s である確率 
        π３…時刻１の状態が 3s である確率 状 態

状 態 状 態

a１１ 

a33 a22 

a2１ 
a１2 a１3 

a１3

a32

a23 

遷移確率 a23 ： 状態 2s から状態 3s に遷移

ある時刻の状態は１つ前の時刻の状態のみに依存する。（１重マルコフ過程） 

1s

2s 3s
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(5) マルコフモデルとは 
今、有限個（ n個）の状態の集合 { }nsss ,,, 21 L があり、時刻 tにおける状態を tS で表
わされるとする。このとき、次式が成立するモデルを（１重）マルコフモデルと呼ぶ。 

)|()|( )1(1)()1(1)2(2)1(1)( −−−− ====∩∩=∩== tittittitiitit sSsSPsSsSsSsSP L  
 
 
 
 
 
 
 
すなわち、 

• １つ前の時刻（ 1−t ）の状態 1−tS のみによって、次の時刻（ t）の状態 tS がいず
れの状態になるかという確率が決まるもの → （１重）マルコフモデル 

 
• １つ前の時刻（ 1−t ）の状態 1−tS と２つ前の時刻（ 2−t ）の状態 2−tS によって、
次の時刻（ t）の状態 tS がいずれの状態になるかという確率が決まるもの → ２重
マルコフモデル 

 
(6) マルコフモデルを決めるパラメータ 

初期分布



















=

=
=

=



















=Π

)(

)(
)(

1

21

11

2

1

NN sSP

sSP
sSP

MM

π

π
π

 時刻１における状態確率（状態数をN とする） 

遷移確率



















=Α

NNNN

N

N

aaa

aaa
aaa

L

MOMM

L

L

21

22221

11211

  

時刻 tにおいて状態 is から js  に遷移する確率  )|()( 1 itjtij sSsSPta ==≡ +  
     時刻に無関係（一様なマルコフ連鎖） 
 

ijij ata =)(  
 
時刻1～ tまでの状態が )()2()1( ,,, tiii sss L である確率 

)( )1(1)1(1)( itittit sSsSsSP =∩∩=∩= −− L  
 
 

)()|( )1(1)1(1)1(1)1(1)( itititittit sSsSPsSsSsSP =∩∩==∩∩=== −−−− LL  
 
（１重マルコフモデルの定義より１つ前の時刻の状態のみによって、次の時刻の状態
確率が決まる） 

時刻 tにおける状態
が )(tis である確率 

時刻1 ~ 1−t までの状態
がわかっているときに、 

時刻 1−t の状態がわかっているとき

に、時刻 tにおける状態が )(tis である

確率 

A B
)()|()( BPBAPBAP =∩
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)1()2()1()1()2()()1(

)1(1)2()1()1()2()()1(

)1(1)2(2)1()2()()1(

)1(1)2(2)1(1)()1(

)1(1)1(1)()1(

)1(1)1(1)1(1)(

)(

)(

)|(

)(

)()|(

iiititititi

iiititititi

itittitititi

itittittiti

itittiti

itittittit

aaa

sSPaaa

sSsSPaa

sSsSsSPa

sSsSPa

sSsSPsSsSP

πL

L

L

L

L

L

−−−

−−−

−−−−−

−−−−−

−−−

−−−−

=

==

=∩∩==

=∩∩===

=∩∩==

=∩∩====

 

 
5.3 Hidden Markov Model 
(7) Hidden Markov Modelとは 
マルコフモデル＋各状態で各記号を出力する確率を規定 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

初期確率π1…時刻１の状態がＳ１である確率

        π２…時刻１の状態がＳ２である確率

       π３…時刻１の状態がＳ３である確率

状 態

状 態 状 態

a１１ 

a33a2

a2１ 
a１2 a１3

a１3 

a32 

a23

ある時刻の状態は１つ前の時刻の状態のみに依存する。（１重マルコフ過程） 
ある時刻の出力確率は、その時刻の状態のみに依存する。 

出力確率  
ｂ１（ｘｘｘｘ） ： 状態Ｓ１で特徴量ｘｘｘｘが観測される確率 

ｂ２（ｘｘｘｘ）  ｂ３（ｘｘｘｘ）  

1s

2s 3s

遷移確率 a23 ： 状態 2s から状態 3s に遷移
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【例１】ある状態 is で 



















1.0

3.0
2.0

2

1

を出力する確率記号

を出力する確率記号
を出力する確率記号

Mo

o
o

M
  

 
【例２】 
 時刻 １ ２ ３ ４ … 
 状態 2s  3s  1s  3s  … 
 
 出力確率 
 
 
 
 出力が確率でしか規定されない→Hidden 
 
(8) Hidden Markov Modelの定義 
【定義１】１つ前の時刻（ 1−t ）の状態 1−tS のみによって、次の時刻（ t）の状態 tS が
いずれの状態になるかという確率が決まる。（マルコフモデルと同じ） 

)|()|( )1(1)()1(1)2(2)1(1)( −−−− ====∩∩=∩== tittittitiitit sSsSPsSsSsSsSP L  
 
 
 
 
 
 
【定義２】出力確率はその時刻の状態のみによって決まる。 

)|(

)

|(

)()(

)()1(1)1(1

)2(2)2(2)1(1)1(1)(

tittkt

tittkttit

kikitkt

sSoOP

sSoOsS

oOsSoOsSoOP

===

=∩=∩=∩

∩=∩=∩=∩==

−−−−L　　　　　　　　　　　  

 
 
 
(9) Hidden Markov Modelのパラメータ 

初期分布



















=

=
=

=



















=Π

)(

)(
)(

1

21

11

2

1

NN sSP

sSP
sSP

MM

π

π
π

 時刻１における状態確率（状態数をN とする） 

遷移確率



















=Α

NNNN

N

N

aaa

aaa
aaa

L

MOMM

L

L

21

22221

11211

  

 
 







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時刻 tにおける状態
が )(tis である確率 

時刻1 ~ 1−t までの状態
がわかっているときに、 

時刻 1−t の状態がわかっているときに、

時刻 tにおける状態が )(tis である確率 

時刻1 ~ t までの状態と時刻1 ~ 1−t までの出力記号ががわか
っているときに、 
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時刻 tにおいて状態 is から js に遷移する確率 
  )|()( 1 itjtij sSsSPta ==≡ +  
     時刻に無関係（一様なマルコフ連鎖） 
 

ijij ata =)(  

出力確率


















=

NMNN

M

M

bbb

bbb
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B

L

MOMM

L

L

21

22221

11211

 

 
時刻 1 ～ t までの状態が )()2()1( ,,, tiii sss L で、時刻 1 ～ t までの出力記号が

)()2()1( ,,, tkkk ooo L ある確率 

)

(

)()()1(1)1(1)2(2)2(2)1(1

)1(1

tkttittkttitkik

i

oOsSoOsSoOsSoO

sSP

=∩=∩=∩=∩∩=∩=∩=

∩=

−−−−L　　
 

)|()|(

)|(
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)1(1)1(1)()()2(2)2(2)1(1)1(1)1(

)1(1)()()2(2)2(2)1(1)1(

)1(1)()()2(2)2(2)1(1)1(1
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itkttitkiki

itkttitkiki

oOsSoOsSoOsSPsSoOP

sSoOsSoOsSoOP

sSoOsSoOsSoOPsSP

=∩==∩=∩∩=∩====

==∩=∩∩=∩=∩==

==∩=∩∩=∩=∩===

L

L
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　π
π

)|(

)|(

)1(1)1(1)2(2)()()2(2

)1(1)1(1)2(2)1()1()1(

kiitkttitk

kiikii

oOsSsSoOsSoOP

oOsSsSPb

=∩=∩==∩=∩∩=

=∩===

L　　　　　　

π  

（１重マルコフモデルの定義より１つ前の時刻の状態のみによって、次の時刻の状態
確率が決まる） 

（HMMの定義より出力確率はその時刻の状態のみによって決まる。） 

)()()()1()2()2()2()1()1()1()1(

)2(2)()()2(2)2()1()1()1()1(

)2(2)()()2(2)1(1)2(2)1()1()1(

)|(

)|()|(

tktititikiiikii

itkttitkiikii

itkttitkiikii
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sSoOsSoOPab
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M
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π

π
π

　　　　　　　　　　　　　　　

　

　

 

 
【例】HMM の状態集合Φ、出力集合O、初期分布Π、状態遷移確率 A、出力確率 Bが
以下のように表されるとする。 

},{ 21 ss=Φ ,  },,{ 321 oooO = , 









=Π

9.0
1.0
 , 








=Α

8.02.0
3.07.0
 , 








=

5.03.02.0
1.02.07.0

B  

(1)時刻 1 で 2o 、時刻２で 1o を出力し、時刻１における状態 1S が 2s 、時刻２における
状態 2S が 1s である確率 )( 12211221 sSsSoOoOP =∩=∩=∩= を求めよ。 

(2) )( 121221 sSoOoOP =∩=∩= を求めよ。 
(3) )( 1221 oOoOP =∩= を求めよ。 
 
 
 
 
 
 
 

状
態 

シンボル（記号）
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(10) 前向きアルゴリズム 
HMM の状態集合 },,{ 21 Nsss L=Φ 、出力集合 },,,{ 21 MoooO L= 、初期分布Π、状態遷移
確率 A、出力確率 B、パラメータ ),,( BAΠ=λ とする。このモデルより時刻 T,,2,1 L に

)(),2()1( , Tkkk ooo L が出力される確率は次式のようになる。 

)()()()1()2()2()2()1()1()1()1(
1)(1)2(1)1(

)()()2(2)2(2)1(1)1(1
1)(1)2(1)1(
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=∩∩=∩=

LL

LL

L

π

λ

 

この式は TN 回の積和演算が必要であるため、計算量が膨大である。そこで、以下の
ように漸化式を用いて効率的に計算を行う（動的計画法）。 
まず、途中結果を以下のように定義する。 

時刻 T,,2,1 L に )(),2()1( , tkkk ooo L を出力し、時刻 tにおける状態が js である確率 
)()( )()2(2)1(1 jttktkkt sSoOoOoOPj =∩=∩∩=∩=≡ Lλα  

 
【漸化式】 
・初期条件 1=t のとき )1(1)1(11 )()( jkjjk bsSoOPj πα λ ==∩==  
 
・ 2≥t のとき )()( 1 ij tt −= αα 　　　　 の形にしたい。 
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)()2(2)1(1 ioOoOoOP T
N

i
TkTkk αλ ∑

=
==∩∩=∩= L  

 
この方法は TN 2 程度の積和演算ですむ。 
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6 主成分分析 
6.1 相関係数 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2

22

1 1
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1
21212112

11
σσ

xxxx
n

xx
n

xxxxr i
n

i

i
n

i

−−
=′′=′′′′= ∑∑

==

の平均＝　相関係数　  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
6.2 共分散行列 

2112
1

221112 ))((1 σσrxxxx
n

a
n

i
ii =−−= ∑

=

共分散　  

 







=

2221

1211

aa
aa

A共分散行列　   2112 aa =  

 標準化されたデータ（ 121 ==σσ ）の共分散は相関係数と等しい。 
 
6.3 主成分分析 
 
 
 
 
 
 
 
 

r個の観測データの組が n個ある。これらのデータを主成分分析したい。 

i番目の観測データの組を
























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ri
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i
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x

x

x
x

x

M

Mr
2

1

とする。 

体重 1x  

身
長

2x

散 布 図 

軸のスケールの
取り方によって
形が変わる 

標準化 

標準偏差
平均データ −)(

′
1x

′
2x

021 >′′ xx

021 >′′ xx 021 <′′ xx

021 <′′ xx

′
1x

′
2x

右上がりに分布
→相関係数：正 

′
1x

′
2x

右下がりに分布
→相関係数：負 

′
1x

′
2x

相関係数：０ 

体重 1x  

身
長

2x
標準化 

体重’ 
′

1x  

身長’ ′
2x

無相関にな
るよう分布
を回転 

体の 
大きさ 

やせすぎ 
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(1) データの標準化 

j

jji
ji

xx
x

σ
−

=′  

 
(2) 共分散行列 ][ jkaA= の計算 

∑
=

′′=
n

i
kijijk xx

n
a

1

1  

 
(3) 無相関になるように分布を回転 

r個の観測データの内、 j番目（次元目）と k番目（次元目）を任意に選び、回転行列Uを用い
て ii xUy rr

= のように分布を回転させる。 

回転後の共分散 ∑
=

=′
n

i
kijijk yy

n
a

1

1 が無相関 )(0 kja jk ≠=′ になるように分布を回転させたい。 

共分散行列 Aの固有ベクトル rXXX
r

L
rr

,, 21 を横に並べた行列を ][ 21 rXXXX
r

L
rrr

= とした
とき、この回転行列Uは次式で得られる。 
 1−= XU

r
 

また、回転後の各軸方向の分散は、共分散行列 Aの固有値 rλλλ L,, 21 となる。 
 
【証明】 
回転後の共分散行列は A′は次式のように変形できる。 
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ここで回転行列には 1−=UUT が成り立つことに注意する。この A′が


















′

′
′

=′

rra

a
a

A

00
0

0
00

22

11

L

OOM

MO

L

のよ

うに、対角以外の要素が０になるような回転行列Uを求めたい。 
 
ところで、共分散行列 Aの固有値を rλλλ L,, 21 、固有ベクトル rXXX

r
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,, 21 を横に並べ
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r

L
rrr

= としたとき、 



















====

r

rrrr XXXXXAXAXAXXXAXA

λ

λ
λ

λλλ

00
0

0
00

][][][ 2

1

22112121

L

OOM

MO

L

rr
L

rrr
L

rrr
L

rrr
 

となる。両辺の左から 1−X
r
をかけると、 
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となる。(1)式と(2)式より、 
1−= XU

r
 

iiia λ=′ （回転後の各軸方向の分散は共分散行列の固有値に対応） 
が得られる。 
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